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第五章   电磁波的辐射（8课时） 

节次 节    名 小节标题 

5.1 电磁势及其方程 电磁势的引入，规范变换，规范不变性、规范不变量和规范场，
电磁势满足的微分方程 

5.2 推迟势 推迟势解，洛伦茨条件的检验 

5.3 谐振荡电流的电磁场 
电荷和电流密度的傅里叶积分表示，谐振荡场源的电磁场，近
区、远区和小场源近似，辐射电磁场及其特性，辐射功率及其
角分布 

5.4 
电偶极、磁偶极和电四
极辐射 

电偶极辐射，磁偶极辐射，电四极辐射，任意时变电流的辐射
场 

5.5 天线的辐射 沿天线的电流分布，天线的辐射，短天线的辐射，半波天线的
辐射 

     由给定时变场源计算辐射电磁场并分析辐射场的基本性质 

   不显含场源和显含场源电磁场问题在解法上的区别：前者直接求解 
    电磁场(第四章)，后者直接求解电磁势，再由电磁势算电磁场 
   电磁势的引入及推迟势解 

   限于时谐辐射场，其结果可以直接推广至任意时变场源的辐射场 
   使用泰勒展开和张量分析工具导出各类辐射场解 
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5.1   电磁势及其方程 

一  电磁势的引入 

(5.1.3) 0





t

B
E 0 B

先挑出麦克斯韦方程中的两个齐次方程（不显含场源）： 

(5.1.2) 

能否通过因变量变换使之自动满足？ 

由式(5.1.3)可引入矢势A： AB  (5.1.6) 

代入式(5.1.2)得 

t




A
E  (5.1.7) 

0













t

A
E

从而可针对(E + A/t) 引入标势 ： 







t

A
E

AB 

t




A
E {   A 和   统称为电磁势 

  电场表达式：无旋场＋涡旋场 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第五章   电磁波的辐射 3 

5.1   电磁势及其方程 

二  规范变换 
  意识到电磁势的不确定性：对应同一电磁场的电磁势有无穷多种选择 

  充分利用这种不确定性简化电磁势微分方程 

规范变换： 

E
AAA

E

BAAB





























ttttt





,

{ 

1.   一组或一类（A，）称为一种规范 

2.   任何一种规范由外加给电磁势的附加条件规定,该条件称为规范条件 

3.   规范不变性和规范不变量 

4.   任何可测物理量必须具有规范不变性 

 AA (5.1.8) 

t





 (5.1.9) 
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5.1   电磁势及其方程 

j
E

B 000  





t

三  电磁势满足的微分方程 
考察麦克斯韦方程中的两个非齐次方程（显含场源）： 

0/ E (5.1.1) (5.1.4) 

AB 

t




A
E { 将 代入上述两式分别求得 

0

2 /)(  



 A

t

jA
A

A 022

2

2

2 11























tctc

(5.1.10) 

(5.1.11) 

AAA
2)()( 后式推导中用到 

 上述关于A 和  的方程彼此耦合，不便求解 

 设法通过选择规范使之去耦 
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5.1   电磁势及其方程 

0 Tj

0

2 /)(  



 A

t
jA

A
A 022

2

2

2 11























tctc

1.  库仑规范  满足如下库仑条件的规范： 

0 A  (5.1.15) 

,/ 0

2  
tctc 












202

2

2

2 11
j

A
A

库仑规范的可行性. 若A＝g   0, 可通过如下规范变换得A'，使A'＝0 : 

g  22 0,      AA    AA
a) 标势解同静电场，为库仑势，故称库仑规范 

b) 标势解与因果率：我们最终关心电磁场而非电磁势，前者满足因果率 

c) 矢势微分方程的源项：实际电流 j 减去“纵向电流”或“无旋电流” 

jL : 
TLTL

tcttc
j

A
A  jjj    j  jL 02

2

2

20

2

0

1
,0,

)(1






















【说明】 

d) 磁矢势满足库仑条件 

（参见：J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, 2004, p.241-242.） 

 j    j 0,0/  LL t
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5.1   电磁势及其方程 

0

2 /)(  



 A

t
jA

A
A 022

2

2

2 11























tctc

2.  洛伦茨规范  满足如下洛伦茨条件的规范： 

 (5.1.12) 

,/
1

02

2

2

2 


 





tc
j

A
A 02

2

2

2 1







tc

洛伦茨规范的可行性： 

【说明】 a) 标势和矢势同满足达朗贝尔方程，便于统一求解 

               b) 可直接给出符合因果率的推迟势解，便于物理分析 

               c) 便于狭义相对论电动力学中的数学分析（参见第八章） 

               d) 满足洛伦茨条件的达朗贝尔方程的解才是电磁势解 

               e) 本教材将使用洛伦茨规范（常被误称为“洛伦兹规范”） 

0
1

2







tc


A

 (5.1.13)  (5.1.14) 

0
1

2





 f

tc


A 0

1
2







tc


A

f
tc







2

2

2

2 1 
, AA : 

t






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5.2   推迟势 

中心任务：求解达朗贝尔方程得电磁势 
简化措施：无限空间  避免边界条件带来的复杂性 
           正则条件  只保留自有限场源发出的电磁波，使解唯一 

一  推迟势解 
解法要点：1. 先计算点源解，后叠加得连续场源解； 

                  2. 先求标势解，后通过类比写出矢势解 

                  3. 验证洛伦茨条件，确认达朗贝尔方程的解为电磁势解 

写下标势满足的达朗贝尔方程： 

,/
1

02

2

2

2 


 





tc
 (5.2.1) 

考察位于r'、体积为dV'  的电荷元: VdttQ  ),()( r  (5.2.2) 

其体电荷密度为: )()(),( rr  rtQt   (5.2.3) 

02

2

2

2 /)()(
1




 rr 



 tQ

tc
 (5.2.4) 

其电势' 满足: 
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5.2   推迟势 

02

2

2

2 /)()(
1




 rr 



 tQ

tc
 (5.2.4) 

O 

O' P 

Q(t) 

r 
r 

R 

图5－1 

实施坐标变换：将原点由O移至电荷元O' 处 

rrR    r  (5.2.5) 

在新坐标系(R, , )中，' = '(R,t)，满足 

)()(
111

0
2

2

2

2

2
R




tQ

tcR
R

RR





















 (5.2.6) 

RtRutR /),(),(  (5.2.8) 因变量变换： 

        
2

2

2

2
2

2
,

1

R

u
R

R

u

R

u
R

R

u
u

R

u
R

RR
R

RR

u

R

u

RR 





























































 

)()(
1

0
2

2

22

2

R


tQ
R

t

u

cR

u










 (5.2.6) 










.0,0

;0,0

R

R

意外收获：u 非奇异，满足一维齐次达朗贝尔方程！ 
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5.2   推迟势 

0
1

2

2

22

2











t

u

cR

u

 (5.2.4) 




















c

R
tg

c

R
tftRu ),( (5.2.9) 

原方程： 

f 和 g 的确定： 

1. 由无限空间的发散波解条件得 g = 0; 

2. 回到原方程确定 f  
【问题】原方程(5.2.6)已用来推导(5.2.9)，为何再次使用？ 
【回答】方程(5.2.6)和(5.2.9)不完全等效，前者包含更多物理信息。 
【步骤】式(5.2.6)在如下积分意义上成立（ 函数的性质）： 

00

2

2

2

2 )(
)(

)(1











tQ
dV

tQ
dV

tc
RR













 



rr

02

2

2

2 /)()(
1




 rr 



 tQ

tc

2

2

2

22

2

2

2

2 111
2

11

t

f

Rc
f

RR
f

R
f

tc 












R

f


)(4 R )4/()()( 0tQtf 

(5.2.6) 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第五章   电磁波的辐射 10 

5.2   推迟势 

Vd
ttQ

tf 



00 4

),(

4

)(
)(







r

Vd
R

c

R
t

t 











 
,

4

1
),(

0

r

r






Vd
c

R
t

R
Vd

c

R
tQ

Rc

R
tf

R
t 


























 ,

4

1

4

11
),(

00

rr 




j
A

A 02

2

2

2 1







tc

 (5.2.13) 

 (5.2.15) Vd
R

c

R
t

t 











 

,

4
),( 0

rj

rA




02

2

2

2 /
1




 





tc

推迟势解的物理意义：电磁相互作用以有限速度 c 传播；任意考

察点在 t 时刻的电磁场取决于前一个时刻(t  R/c)场源的状态 
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5.2   推迟势 

 
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1
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0
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R

t
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
 

r
r






 
c

R
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R

t
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5.3   谐振荡电流的电磁场 

中心任务：从推迟势公式出发积分求电磁势和电磁场 
积分难点：积分变量 r' 出现于分母和推迟因子的 R =|r  r'|之中 
处理方法：限于时谐场源，采用泰勒展开（远场近似） 

一  电荷和电流密度的傅里叶积分表示 
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

  
 det t

rr 




 
 det ti)(),( rjrj  (5.3.1) 

 为将分析限于时谐场源的做法的正当性提供理论依据 
 为将时谐场源的结果推广至任意时变场源奠定数学基础 

二  谐振荡场源的电磁场 
,)(),( i

0

tet   rr
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0 )(),(  rjrj
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5.3   谐振荡电流的电磁场 
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

c

ct

. 
【说明】 
1.只需给定电流密度 j 和计算矢势 A，便可通过简单矢量微分算得所

有电磁学量 
2.相因子eikR体现了推迟效应 

3.下一步目标：在远场近似（r'/r << 1）下，借助泰勒展开简化被积式

中的（1/R）；在小场源近似（kR << 1）下,借助泰勒展开简化被积

式中的相因子eikR 

te i
0 )(  rAA (5.3.6) 
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5.3   谐振荡电流的电磁场 

三  近区、远区和小场源近似 
1. 小参数的引入  每两个具相同量纲的特征参数之比  

    系统特征长度参数： 

 场源尺寸：l 或 r' 

 波长： 或 1/k 

 考察距离：R 或 r 

2. 近区电磁场  

    近区近似：R << ；         小参数：R/ 或 kR 

    泰勒展开：eikR  1 
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准静态近似：完全忽略推迟效应(类比似稳电路) 

(5.3.9) { 
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5.3   谐振荡电流的电磁场 

3. 远区辐射场  

  辐射场近似：略去 (r'/r)n  (n > 1) 小项,维持总电磁能流有限 

a) 对1/R做泰勒展开（小参数：l/R 或 r'/r），只保留至O(1/r)级项： 
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b) 对相因子eikR 中的 kR 做泰勒展开（小参数r'/r)，只保留至O(1)级项： 

 
 Vde
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(5.3.14) 

分母r与主相因子eikr一道被提出积分号；次相因子e-ikr‘留在被积式中 

理由： barrcbarpdrdpee rprp  /,/i )(i)(i
    E
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5.3   谐振荡电流的电磁场 

4. 小场源远区辐射场近似  

    小场源近似：l << （同时有 l  << R，以实现辐射场近似） 

  小参数：l/ 或 kr' 

    将次相因子做泰勒展开 
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(5.3.15) 

两个积分分别对应电流密度分布的零阶矩和一阶矩。下节将证明：  

 电流密度各阶矩对应高出一阶的电荷密度矩和同阶磁矩  

 第一项（电流密度零阶矩）：电偶极辐射(无零阶磁矩即磁单极子) 

 第二项（电流密度一阶矩）：电四极和磁偶极辐射 

 被略去的项：更高极辐射 

5. 小场源近似与非相对论近似（低速运动近似）  
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5.3   谐振荡电流的电磁场 
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推迟势： 

te i
0 )(  rAA时谐小场源的 

远区辐射场： 

辐射场近似（只保留至1/r）：  

小场源近似（kr << 1）： 

kRtcRtt eeee ii)/(ii         

)(, rr kkrkkrkR ek        rkre 

小结1：如何由推迟矢势推出时谐小场源的辐射场矢势 
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5.3   谐振荡电流的电磁场 
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辐射场： 

小结2：与电多极子静电场推导过程比较 
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 (5.4.1) 

静电场： 

比较内容 静电场 辐射场 

小参数 r'/r () r'/r, r'/ 

展开物理量  A0 

展开1/R 多极子静电场 1/r 

展开相因子 － 多极子辐射场 

求矩对象 电荷密度分布 电流密度分布 

电磁势与 r 的关系  1/rn,  n  1  1/r 
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5.3   谐振荡电流的电磁场 
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四  辐射电磁场及其特性 
  电磁场（时谐）的计算  与传播问题的区别  

 传播问题：直接计算电磁场，先计算电场，再由电场计算磁场 

 辐射问题：先计算电磁矢势，再计算磁场，再由磁场计算电场 

  辐射电磁场计算中的矢量微分运算 

    辐射场的总能流非零，只需保留电磁场与径向距离 r 成反比的项 

krkr eee iii i  k
rk  

 
 Vdeee

r
e tkrt rk

rjrAA
i

0

ii0i

0 )(
4

)( 



 (5.3.14) 

,
11

rrrrrr
r

r 
























 
 e

rer
rr

rrrr

k    i

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



2012/3/24 第五章   电磁波的辐射 20 

5.3   谐振荡电流的电磁场 

  辐射电磁场的表达式 
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c
ecBBkBkE  i
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2ic
(5.3.17) 

(5.3.18) 

2.球面波不是（严格意义上的）横波！ 

00;00  Bk    B        Ek    E

1.辐射电磁场为球面电磁波：E, B  [ exp ( ikr  it )] / r 

     E, B, k 之间满足右手正交关系： 
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c 2
2 )(()( 

3.辐射场及其能流密度通过次相因子与传播方向（，）有关： 
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5.3   谐振荡电流的电磁场 

五  辐射功率及其角分布 
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(5.3.19) 

| B |2的计算：在球坐标系下写出B 的3个分量,分别算得各分量的模后平方相加 
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  平均电磁能流密度 

  辐射功率（平均）： 

    任取一半径为 r 的球面，对平均电磁能流密度积分得 

(5.3.20) 

  辐射功率角分布： 

(5.3.21) 

积分结果与 r 无关。 
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5.4   电偶极、磁偶极和电四极辐射 

本节目的：在小场源近似下计算辐射场；出发公式： 

  Vd
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Vd
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r )(
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00 rjrerjrA







类比小载流导体的磁矢势： 

静磁场情况： 

辐射场情况： 00 i j

0 j

(5.4.2) 

两种情况下的物理结果不同： 

1. 电流密度零阶矩：静磁场情况下为零；辐射场情况对应电偶极辐射 

2. 电流密度一阶矩：静磁场情况对应磁（偶极）矩，辐射场情况对应电
四极矩和磁偶极辐射两项之和 

分析使用的数学手段完全相同，区别仅仅在于： 
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5.4   电偶极、磁偶极和电四极辐射 

一  电偶极辐射 
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(5.4.10) { 

prjp i),(   Vdt (5.4.8) 

(5.4.7) 
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5.4   电偶极、磁偶极和电四极辐射 

(5.4.9) r

kr

cr

e
epB  





4

i

0

rr

kr

r
r

e
c eepeBE  )(

4

i

0 



(5.4.10) 

电偶极辐射（续） 
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cr

eepS
2

22

0 ||
32

 



(5.4.11) 
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对定向偶极子： 
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总辐射功率： 
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说明：1.  对定向偶极子，将(5.4.13)式代入上式积分 

           2.  对取向随时间任意变化的情况 上式也成立（见习题5.4） 

(5.4.13) 
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5.4   电偶极、磁偶极和电四极辐射 
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例5.1 沿如图5－2所示的短天线(l << )的电流强

度分布为 

计算辐射场,辐射功率的角分布和辐射功率。 振荡器 
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代入相关公式求得辐射场、功率角分布和辐射功率： 

物理分析： 

1.偏振态：电矢量沿  方向线偏振; 
2.辐射角分布：由sin2 描述； 
3. 辐射功率与 (kl)2 或 (l/)2 成正比， 

22
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2 mm q
dt
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I 








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与4 成正比(给定pm或qm) 

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研




