
• §8.1   定义、收敛域（书8.1、8.2、8.3）

• §8.2   逆Z变换计算方法（书8.4）

• §8.3   Z变换性质（书8.5）

• §8.4   Z变换与 L 变换的关系（书8.6）

• §8.5   Z变换解差分方程（书8.7）

• §8.6  系统函数、BIBO稳定（书8.8）
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• 1.  Z 变换定义：

–  

–   

 

           n

n

x n

X z x n x n z







双序 边列 的 变换：Z

Z

 

      
0

     n

n

x n

X z x n x n z







单边序列 的 变换：Z

Z
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– (1)

– (2) Z是复平面上的点 

– (3) 因果序列：单边 Z变换 = 双边 Z变换。 

       

 

  

1 0

1

0

Laur Laurent

Lauren

t

t

en

n n n

n n n

n

n

n

n

X z x n z x n z x n z

x n z

z x n z

  
  

  











    





双边

为 ，其中   是 级数

的 ，

级数

正 即 的正指数项 是

级数的 。

则部

主部

：

：

； 
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• 2. 逆 Z变换定义：

– 对双边 Z变换:     n
n

X z x n z 




   

 

 

1 1

C
C

1

C

1 1d d
2 j 2 j

1     d
2 j

                             

m m n
n

m n

n

z X z z z x n z z

x n z z

x m

 



  



 



   

 
  

 


 

 

 



1

C

11 d
02 j

C

 m n m n
z z

m n
  

  
由柯西积分公式

为包围原点的闭曲线

，
：

，

。
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– 定义（双边逆Z变换）：

      

  

1 1

C

1

1 d
2 j

       Res
i

n

n

z P
i

x n z X z z X z

z X z


 





 







 Z
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• 3. 收敛域

– (1) 定义：

– (2) 判别方法：

       

 

n

n
x n X z x n z

z






 
一致

。

 有界，使

的 的集合

     n n
n

n
X z x n z a x n z


 



   ， ,可令

1lim
n

n

n

a
a







达郎贝尔法：

1/lim | | lim nn
nn n na a

 
：柯西法

1

1

1

 

















若 则收敛

若 则发散

若 则不定

， ；

， ；

， 。
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• 4. 序列的分类与收敛域

– (1) 右边序列(因果序列)：    1x n n n ， ，

   

   

 

1

1

1lim lim 1

lim

n

n n

n nn
n n

n
xn

X z x n z

x n z x n z

z x n R








 

 





  





 ，圆外

1

1

1

1

0

0

x

x

n R z

n R z









，

，



 
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– (2) 左边序列(逆因果序列)：

2

2

2

2

0   0

0   0

x

x

n z R

n z R

 

 

，

，





   2x n n n ， ，

     

 

 

2

2

2

1

lim 1

lim

n
n n

n n n

n
n

n
xn

X z x n z x n z

x n z

z x n R






 







  

  

    

 

 ，圆内
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– (3) 双边序列：    ,x n n  ，

     
1

0

  1 2  

n n

n n

x xz R z R

X z x n z x n z
 

 

 

 

  
 

右边序列 左边序列

1 2

1 2

x x

x x

R R

R R





若 环状收敛域

若 没有收敛域

 ， 。

 ， 。
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• 5. 典型序列 Z变换 

– (1)

– (2)

– (3)

   1   0n z   ， ，全平面收敛！Z 

   1
0

1   1
1

n

n
u n z z

z







   
 ，Z 

  
 2

0

    1
1

n

n

zn u n n z z
z






   


 ，Z 
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– (4) 

– (5)

– (6)

     n za u n a z
z a

  


，Z 

  0

0

j
j   1n ze u n z

z e


  


，Z 

  

  

1   

1   

n

n

za u n z a
z a

za u n z a
z a

    


    


，

，

Z

Z

    

1 1

1t n ze a u n
s z a





 

 
 

；

注意：因式分解求 变换与求 变换不同Z L

L Z

The 
Same
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• 1. 留数方法

           

      

   

         

1

0

1 1

1 1

1 1

1 d
2 j

1 1d d
2 j 2 j

Res | Res | 1
i j

n n n
R L

n n n

n

C

n n
R LC C

n n
R Lp p

i j

X z x n z x n z x n z X z X z

x n X z z X z z

z X z z z X z z

z X z u n z X z u n



 

  
  

  

 

 

 

    

  

 

  

  



 

 



 

极点 极点

Z
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– (1) 正包围：逆时针方向走，

极点都在围线的左侧；

– (2) 负包围：逆时针方向走，

极点都在围线的右侧。

– (3)  

       

      

1

1
1 1

1

1 1

1 dRes
1 ! d

 Res1

m
m

mm

n
m

r
rn n

mrz z
z z

n n
m z zz z

z X z z r 

z X z z X z z z
r z

z X z z zr X z z




 




 


       

 

 ， ：

，

若 有一极点 为 阶 其所对应的序列为

当 时

注：

回顾：LT逆变换的留数方法 13
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      
3 22 1   1 ?

1 0.5
z zX z z x n

z z z
 

  
 

： ， ，  例 求

           
 

   

   

3 21 2

1
1 2

3 2 3 2
2 2

1 0.5

2 1
1 0.5

2 1 0.5

2 1 2 1 2
0.5 1

8 13 0.5 2

n n

n

n n

z z

n

z zx n x n u n z X z z z z

n z X z z z

z z z zx n z z u n
z z

u n

 



 

 

       
  

                    
     

： ；

（1） ，  ： 、

解

当 时 有两个一阶极点

   1,2,31 1,  0.5,  0 51 3. 1n z nx    （2） ， ： ；三个极点

     1,2,3 0 1,  0. 05,  0xn z n  （3） ， ： ；二阶三个极点

         3.5 1 8 13 0.5 2nx n n n u n          ：综上
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   1 1n nz a nu
a

ua
z

n      


，  或Z

   
 

1
0 1 1

1
0 1 1

r r
r r

n n
n n

N z b b z b z b zX z
D z a a z a z a z







   
 

   



：一般地

 
 

     
0 1

                 1 d
! d

M s

i j
m j

s j
s

isj

m i

jm

j

iz z

BA

B

zz
z z

s z X z

X z
z z

s j z z

z z 






 
 

 
    

  ， ，若还存在 阶极点

   
0

     Res
mz zm

m

m
m

m

K X z
z

A Az
z z

z X z



， ： ， =一阶极点 展开

• 2. 部分分式展开法

15
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 
2 1 2

2 1 2

2 1 1 2
1.5 0.5 1 1.5 0.5

z z z zX z
z z z z

 

 

   
 

   
例：

       1 1 0  2  .5 .5 1 3 0z zn zx     求： ？ ； ；

  1 2
0 1 11 0.5 1

A AX z A
z z   

 
：解

 
   

2

0 1 2

2 1 
0.5 1

                
0.5 1

X z z z
z z z z

A A A
z z z

 


 

  
 

：或
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 

     

     

     

          

0
0 0

1
0.5 0.5

2
1 1

1  1

       Res 0 2

       Res 0.5 9

       Res 1 8

       2 9 0.5 8

z z

z z

z z

n

z

X z X z
A z

z z

X z X z
A z

z z

X z X z
A z

z z

x n n u n u n

 

 

 



   
      

   

   
       

   

   
      

   

   

，右边序列

          9 0.5 1 8 1nx n n u n u n     ：留数法 17
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 

         
0 1 2

2  0.5

       2 9 8

       2 9 0.5 1 8 1n

z

A A A

x n n u n u n



   

       

，

， ，

   。

左边序列

与留数法相同

 

          

0 1 2

3  0.5 1

       2 9 8

       2 9 0.5 8 1n

z

A A A

x n n u n u n

 

   

     

，

， ，

   。

双边序列

与留数法相同
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• 1. 线性性质

• 2. 位移

– (1) 双边序列位移：

    
1 1

n n

i i i i
i i

x n x n 
 

 
 

 
 Z Z

   
       

   

       

                                   

  0 0

    



m m

m

m m

X z x n

x n m z x n z z

m m m m

m z x n x n m

x n m z x n z X z

X z 



 

   

 



   

是序列 的双边 变换

收敛域

右移(延迟) 步 左移(导前) 步

引入 步延迟算子

注

注

。

,

： ， ； ，1

2

；

： ：

Z

Z Z

  Z Z

思考题：双边序列位移后的Z变换是否改变收敛域？
19
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– (2) 因果序列右移的  Z 变换：

– (3) 双边序列位移的单边  Z变换

            
      m

x n x n u n x n u n X z

x n m u Xm z zn 

 

  

，

则：

Z

Z

        

        
1

0


m

m k

k

x n u n x n

x n m u n z X z x z

X

k

z






    
 



为双边序

左移

列 的单边 变换

性质：

Z Z

Z

思考题：为什么不讨论因果序列左移性质？

        
1

m k

k m
x n m u n z X z x k z


 



    
 

性右 质移 ：Z
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• 3. Z域微分：

• 4. Z域尺度变换：

     
• 5. 初值定理：

    d
d

nx n z X z
z

 Z

  n za x n X
a

z z a

   
 

收敛域不等式中的  变为 。

                            Z

     

   

     
   

0
1 2

0 lim

                    0 1 2

         0 lim



z

n

n

z

x n x X z

X z x n z

x x z x z

x X z








 







   

 



若 为因果序列，则： 。

证明：
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• 6. 终值定理：

• 7. 卷积定理：

     
 

     
1

1

1 

lim lim 1
n z

X z

x n z X z
z

x n z X z
 





   

 

      若  为因果序列,  在单位圆
上及外部解析（单位园上 可以在 点为

极任 点）意阶 ，则:  

         
        

       H z h n X z x n

x n h n X z H z

 

 

设 ，

则：

关于收敛域的问题：
（1）公共收敛域；（2）收敛域可能扩大

Z Z

Z

举例
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• 8.  Z 域卷积定理： 

      

 

   

 

1

2

1 2

1 1 1 22 2

1

C

1

C

1

1 d
2 j

1                         d
2 j

                          

x x

x hh x hh

zx n h n X H v v v
v

zX v H v v
v

X z H z

zz X H v vR R

R R z R R
vv

R v R











   
 

   
 



         
 


   










 的收敛域
收敛域:  。

 即：

Z
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        

   

   

2

j j

j

j -j

C

j -j

j j

d j d

1 d
2

1 d
2





v e z re r

v e

rx n h n X e H e

rX e H e

X e H e

 



 

  



 

 

 

 
 

 
 

 





  



 
  

 
 

  
 





令 ， ， 常数， 常数

则 ，则序列相乘的 变换为：

此式即为 与 的卷积。

Z

Z
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• 9.  Paserval定理：

     

   

* * 1
*C

j

1 1 d
2 j

         1

                j


n

T

j T

x n h n X z H z z
z

X z H z

z z e

Te
















   
 

 

 

 注：1） 、 的收敛域包含单位园；

2）单位园的表示： 

围线C为单位园，dz = d
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       

   

   

* j * j

22 j

,   

              d
2

        4

              d
2

j T j T

T TT

n T

TT

n T

e jTe T

Tx n h n X e H e

x n h n

Tx n X e

 


 








   















  







 

 

注：3）内积不变：

            z= , dz = d 由 ：

）能量不变：取
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• 1.  z~s 的关系：

– (1) 物理属性：

          (延迟)

1 lnsTz e s z
T



S 域 Z 域

时域
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– (2)  S域  Z域的演化：

         
0

2
Ts

n s

x t x t x nT t nt T T 






     ，
理想采样 取右边

      
0

snT
s s

n
X s x t x nT e






 L

         

0

|  T
n

s
n

se zX s X z x nT z x nT





    Z

1 lnsTz e s z
T

 ，

   T
n

t t nT 




 其中：
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• 2. j

j2j 2

j 2

  s s

sT
s

sT T T j

z e re s T

z e re ee e e



    

  


    

    

 ， ，

                       
0  1

0  1

0  1

  

 

 

 

sz

z

s z

z

s z

 















 

 

 

虚轴 单位圆，周期为

左半开平面 单位圆内

右半开平面 单位圆外

平面多 点      平面一 点

域

个

域

，

，

，

个

   

   

2 j j 2 /  s

s s

sz e e

z

r

z z

e

n

   

 

  

 



 

，

， 是 的函数，周期为

s s-2π nω ω   
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j

j2j 2

j 2

  s s

sT
s

sT T T j

z e re s T

z e re ee e e



    

  


    

    

 ， ，

    S 平面横条带                   Z 全平面

   

   

2 j j 2 /  s

s s

sz e e

z

r

z z

e

n

   

 

  

 



 

，

， 是 的函数，周期为

s s-2π nω ω   
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• 3.  信号 L 变换 采样后作 L 变换  Z 变换

        问题的提出：

     

  

      

   

0

+ j

j

1 Re( ) 0
1

1 1
2 j 1

1 1 d
2 j 1

s T

nsT
T sT

n

s s sT

s p T

x t x t t

t e s
e

X s x t X s
e

X p p
e























  



  


     








， L

L
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– (1)

– (2)

    i lx t X p p   是稳定信号 的极点

       1 Re 0 Re Re
1 s p T s p p s

e 
   


: 的收敛域

     

   
 

   

      

1

1 ln

1 1 d
2 j 1

1                 Res
1

              
1

|

i

i

s s p TC

p
i X p

s s z

p

ipT
i p

T

s

s

T

p

X s X p p
e

X z X

X p

X p

e

p

s

p
e

x n

z





 

 







   
 

 
   

 









的极点

一阶极点

则：

因此有： Z

回顾
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   

 

 

1

1
1

1
1

1Res
1

         
1

i

j

J
j

j j

J
j

pT
i j j p p

J
j

p T
j

x t X s J
A

X p
p p

A
X z

p p z e

A
z e

Z




 







       

 
  

 



 



例：

稳定信号 的拉氏变换 有 个一阶极点：

      求 变换的一种  （方法 而已）。
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   

   

     

       

0 0

0 0

0 0

1 1

0 0

     

   

     

N M

k r
k r

N M

k r
k r

N M

k r
k r

N M
k l r m

k r
k l k r m r

a y n k b x n r

a y n k b x n r

a y n k b x n r

a z Y z y l z b z X z x m z

 

 

 

 
   

   

  

   
     

   

  

   
     

   







 

 

 

   

差分方程：

Z Z

Z Z
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• 优点：可直接带入初值

    当系统零状态：

    因果序列输入：

    则有： 
  0 0x n n ，
  0 0y n n ，

   0

0

M
r

r
r
N

k
k

k

b z
Y z X z

a z













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• 1.

• 2.  离散系统的特征函数

    H z h n  称为离 系散系统的 。统函数Z

       

       

   

n

n m m n n

m m

n n

n

x n z y n h n x n

y n h m z h m z z H z z

y n Lz H z z

z

 
 

 

  

 
    

 

 

对于输入

即

可见，  是线性定常离散系统 特 。征 数的 函

 ，

： 。
回顾
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• 3.  系统BIBO稳定：离散系统BIBO稳定

   

       

 
     

 

     

1

n n

n

n n

h n h n

H z h n z H h n

H z

h n h n u n

H z

 

 

 


 

   

  

 





 

 , 

。

， ，

。

由  有 

的收敛域包含单位圆

对于因果系统 = 为右边序列

则说明 的极点在单位圆内
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• 例题8-19：

 
 

 

( ) 0.2 ( 1) 0.24 ( 2) ( ) ( 1)

BIBO

( ) ( )

y n y n y n x n x n

H z

H z

h n

u n y n

      



已知零状态系统输入因果序列：

求：

    (1)  =？

    (2) 因果系统 的收敛域、 稳定性？

    (3)  ？

    (4)  输入为 ，求零状态响应
38
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        
    

     
   

        

j

j

0

1 d d
2 j

Res

1

    e

d

   R s

i

i

i

s t s t

CR

st

s p

i
i

p t s

s t

CR

t
i p

i

i s

f t F s e s F s e

C

p
p

F p e s p F

F s es

F s e u t

N s
F s F s

s D

s e

s

s

u t




 



 





  






   

 





LT ：

 （ ）

（） ，

：

围线 内全部极点的留

回顾

当 为 的一阶极点

则

数和

逆变换

     
   

  

       

0

1

1

2

       Res

            1 d
1 ! d

i

i

i
i

p t
i

r
r st

ir
s p

rp
p

F p e

s p F s e
r s

N s
F s r F s

s D s

u t







 
   





（ ） ，

：

当 为 的 阶极点

则
返回

40

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



   
 

     
   
     

       
   

     

      

21 1 1

0

0
0 2

1

2   0 1 0

3   1

lim 1 lim 1 lim
11

5 cos

cos
cos

2 co

n

n

z z z

x n u n

z x

x n a u n a x

x n a u n z a

x n n u n x
z zx z X z z

zz

x n n u n

z z
n u n

z z






  



  

   

  

    

       









1） ，

1

） ， < ，

） ， ， 。

4） ， ， ：

） ，

在 处有一阶极点，其它点解析，则

则

极点 不宜用终值定理

显然 终值定理验证如下

序列一直振荡，终值不定！

Z
0

0 0

s 1
cos sinz j


 



 

，

。极点  在单位圆上，不能用终值定理

返回
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• 极点、零点：

–  

–  

      
 

N s
F s f t

D s
 L

   
     

i i

i

F s p F p

N s D s p D s

 的极点为

当 与 互素时，极点 即是 的零点

 ，

。

   
     

0i i

i

F s z F z

N s D s z N s

 的零点为

当 与 互素时，零点 即是 的零点

 ，

。
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•     F s f t已知 ，求 

    

 
 

j

j 0

1

1 d max Re
2 j

                                                            



 s t
i

f t F s

F s e s p



 



 

 
 

最右边极点

，  

L
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• 方法一：留数法

        
    

  
    

j

j

j

j

1 d d
2 j

1 d d

d

2 j

1 d
2 j

Re

 

s
i

s t s t

CR

st s t

CR

st

C

st

s p

CR

i

stf t F s e s F s e s

F s e s F s e s

F s e s

F

F s e

s

C

s

e u t















 

 

 

 



  

 





 

 









围线 内全部（ 极点的留数和）
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– 说明与求解方法：

   1 CR R  曲线 在左半平面（） ， ，

   12   d 0
2 j

s t

CR
F s e s


 （ ） ：充要条件

   
   3 deg deg

N s
F s N D

D s
  （） ， ，若 则 式成立

4 s t s te F s e解析，是全纯/整函数，对 极点没有贡献（ ） ( )

 

 

5
1      d 0  

2 j
s t

CR

F s

F s e s




（）

？

当 不是有理函数时，须研究

是否成立 返回
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   
 

0 0

0

0
j j

j
0

  0

       

     

j

  j

n

t t

t

A A

H

R

e e

e H

 



   

  





  



 

（1） ， ， ，

，

（2） ：

， 。

对于矩阵 有

为特征向量 为属于 的特征值

  仿照上式

特征函数 频谱 特征值

T

返回
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