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• 问题的提出：信号f (t)的傅里叶变换不存在！

     
     

1 1

0

L , sgn L
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考虑用 将信号衰减，即将 纳入积分核
对因果信号 指数衰减后的 为

。

， ：
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F

2

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



• 定义：信号f (t)的(单边)拉普拉斯变换 
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• 定义(指数阶函数)：

•  

• 命题：指数阶信号存在拉氏变换。

  证明：

 

 

     

0

0

0 0 t

t

f t

M T t T f t Me

f t f t e





     



，

， ， ， ，

。

分段连续，存在有限个第一类间断点

对 使

则称 为指数阶函数，并有 O

   F s F s  存在，指 。
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•              为指数阶信号，其中p(t)为多项式。

•                        为非指数阶信号。

•     为收敛坐标，过    垂直于    轴的垂线为

收敛轴，          为收敛域。 

2 3

, , , 0t te e t 

  tp t e

0 0 

0 
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• 例1：阶跃函数

• 例2：负指数函数
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• 例3：幂次函数
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L
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• 积分下限：当 f (t) 在t = 0处是第一类间断点、 
冲激函数或其高阶导数时，则积分下限为

– 注1： 若0点有跳变，则

– 注2：解微分方程的初(边)值问题，用0-作下限。   

             避免了从0-求0+的 繁琐。

      
0

dstF s f t f t e t
 


  L

       0 0| ~ | ~t tf t t f t t     ， , 
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• 学习时须关注的内容：

– 关于LT的存在性问题，考虑一般函数形式

– 关于LT的积分下限

– 关于LT与FT的对照关系

– 关于LT的优点

– 关于复频率 s 与实频率  的含义

– 关于f (t) 的微分性质之于FT、LT的适用性
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• 1. 代数性质

– 线性： 

– 卷积： 

– s 域卷积： 

    
1 1

n n

i i i i
i i

f t f t 
 

 
 

 
 L L

        1 2 1 2f t f t F s F s L

            
+ j

1 2 1 2 1 2
j

1 1 d
2 j 2 j

f t f t F s F s F z F s z z


 



 

   L
10

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



• 2. 拓扑性质（微分、积分性质）：

– 微分：

–  

–  

      0 0tf t sF s f   L

       0 0f p f t sF s  L对因果信号： ，则  

      j  jp s p f t F sF s   、 、 ：此时 作用等价

     
     
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s s F s f f

s F s s f f

f f f

p f t s F s

 

 


  



    
  

   





L L

L

高阶微分：

特别地，当 时，
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– 积分：证明参见书

– s 域（像）微分：

– s 域（像）积分： 

          

     

t 1

01

1 1 1d 0

   0 d

f f t F s f
p s s

f f

 

 









 
   
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
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L L
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       

d
d

t f t F s pF s
s

 L

   
s

1 df t F z z
t
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  L
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• 3. 其他性质：

– 平移（延时）：

– 像平移（调制）：

       0
0 0

stf t t u t t e f t  L L

延时t0   f t u t    0 0f t t u t t  

    tf t e F s  L
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     0 0j j
0

2 2
0 0 0

1

1 1cos
2 2

1 1 1                           
2 j j

t t

u t
s

u t t u t e e

s
s s s

 

  





       
 

      

： ， ：L

L L

由频移性质，可得例子
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– 相似（尺度变换）：

– 初值定理： 

   1 0sf at F a
a a

   
 

，L

       
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：
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注释
平面无穷远点， 的所有点 黎曼球面北极
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   





 



 

  

     



  

   

 

 

 



 



） ，

， ， （ ）

） ，

） ， ，

四点除外

    当 时 两点除外 轴两端

在零点有跳变

在零点有冲激

a.e. a.e.

a.e.
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– 终值定理：求系统稳态

– (1)  应用：

         
   

0
lim limr t s

f t F s f t sF s

f t sF s 

 





存在 在除原点

外的 （右半闭平面） ，则  解析

  ， ，L L

      lim 0 0
t

y t v t e


      希望输出再现输入：

     
 0 0

lim lim
1s s

V s
e sE s s

W s 
  


为稳态误差/系统误差。
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– (2)

– (3)  终值定理条件： 

0 0s    慢变信号、 ，

  r r rsF s      在除原点外的 解析 虚轴， 。

 

 

 

0 2 2
0

0
0 2 2

0

cos

        sin

1        0αt

st u t
s

t u t
s

e u t
s










 


 


  


: ， ！

， ！

， ， ！

； 。

不满足终值定理条件

不满足终值定理条件

不满足终值定理条件

： ：取决初值 终值于高频成分 ：取想 决于低频成分

例

；解析：复变函数逐点可导，相当于实函数光滑
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• 极点、零点：

–  

–  

      
 

N s
F s f t

D s
 L

   
     

i i

i

F s p F p

N s D s p D s

 的极点为

当 与 互素时，极点 即是 的零点

 ，

。

   
     

0i i

i

F s z F z

N s D s z N s

 的零点为

当 与 互素时，零点 即是 的零点

 ，

。

17

高参考价值的真题、答案、学长笔记、辅导班课程，访问：www.kaoyancas.net

完整版，请访问www.kaoyancas.net 科大科院考研网，专注于中科大、中科院考研



•     F s f t已知 ，求 

    

 
 

j

j 0

1

1 d max Re
2 j

                                                            



 s t
i

f t F s

F s e s p



 



 

 
 

最右边极点

，  

L
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• 方法一：留数法

        
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    

j

j

j

j

1 d d
2 j

1 d d

d

2 j

1 d
2 j

Re

 

s
i

s t s t

CR

st s t

CR

st

C

st

s p

CR

i

stf t F s e s F s e s

F s e s F s e s

F s e s

F

F s e

s

C

s

e u t















 

 

 

 



  

 





 

 









围线 内全部（ 极点的留数和）
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– 说明与求解方法：

   1 CR R  曲线 在左半平面（） ， ，

   12   d 0
2 j

s t

CR
F s e s


 （ ） ：充要条件

   
   3 deg deg

N s
F s N D

D s
  （） ， ，若 则 式成立

4 s t s te F s e解析，是全纯/整函数，对 极点没有贡献（ ） ( )

 

 

5
1      d 0  

2 j
s t

CR

F s

F s e s




（）

？

当 不是有理函数时，须研究

是否成立
20
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（r – 1）的阶乘分之（r – 1）阶导数

     
   

        
0

6

       Res i

i

i

p t st
i i

i

s p

p

F p e s p F s e

N s
p F s F s

s D s

u t





   

（ ） ，

：

当 为 的一阶极点

则

     
   

  

       

0

1

1

7

       Res

            1 d
1 ! d

i

i

i

p t
i

r
r st

ir
s

i

p

rp

F p e

s p F s e
r s

N s
p F s r F s

s D s

u t







 
   





（ ） ，

：

当 为 的 阶极点

则
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   
 

     
 

 
 

       
   

 
 

 

0

0

0

0

0

3

8   deg deg

       

               

        Res

2
1

i

q
i

i
i

q
i st

i
i i s p

N s
F s N D q

D s

N s
F s C s

D s

N s
C s

D s

N s
f t C t e u t

D s

sF s f t
s s





 

  

 

 

     
  


 





 

（） ，

： ， ？例 求 题
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• 方法二：部分分式展开法

   
 

   
     

 
1 1

1

1

   deg deg

  

          

         

r
r n

r n

N s
F s N D

D s

N s
F s

s p s p s p

D s s n

p r

p p





 


  

 





，

， 。

：

：

是 的多项式 存在 个根

阶

一阶
23
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 
 

      

     

         

       

1

1 1

1

1

1

1 1

1 1

1 1

1

1

1

1

Res

1, ,  2,  1

Re

1
1

s 1, ,

1
! d

!

d

i

i

i

i

p

r n
i i

i i r

r
r s p s p

is

i

p t

r i
r

r i

i

i

p s p

r n

i

i

i

s p

i

i r

t

C

C

C CF s

C F s s p F s

i r

F s s

C

p F s i r n

f t u t u

s p F

s p

t

s p

e

s
r i s

tC e
i

  

 

 





 






 

    

  



 
  

   

   
    

 









 

 





，

，

：注意 pe ！ 形式/模式 t
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• 1. 问题的提出：

       
       

i o

i o

v t i t i t y t

i t v t i t y t

输入 求 

输入 求 

， 、 、

， 、 、
25
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     输入/输出描述与系统求解： 

x(t) y(t)h(t) 

    
h t

H s h t

为系统的冲激响应

系统函数

；

： L

x(t)

X(s)

y(t)

Y(s)

h(t)

H(s)
 

     

         1 1

Y s H s X s

y t Y s H s X s 



 零状态响应： L L
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•  2. 系统的几种描述形式

       

      

     

   

     

           

2

d |
ds p

y t H p x t H p

H s h t H s

Y s H s X s

H s H p p s
t

y

s t t

t H s x t s

Y H s x H sy s X









 



 



Ch

 

形式

， ( )

，

,

， ，

，

，

称为系统算子 见

称为系

不

统函数

系统的复频域输入输出描述

复平面收敛域

注：若写为 则 表示微分算子

但 写作 或能

L
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系统的多种输入输出描述： 

冲激响应~系统算子~系统函数~微分方程描述

     h(t )          H(p)           H(s)

            零状态响应      零状态响应 
                                                      非零状态响应

定义（系统函数）：

         零状态响应的LT与激励的LT之比。

         系统函数，也称为网络函数。
28
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   
     

   
     

 

      

 

1

1 1

1

1 11

1
1

1

1

1

  deg deg

      

i

r
r n

r n
i i

i
i i r i

r n

i i
i i

p

r

tp tit

N s
H s N s D s N D

D s

N s
H s

s p s p s p

C C
s ps p

h t H s C eC u te



  







 

 


  

 


 
   

 

 

 



 

， ，

      

( )

( ) 

与 互素

同前

同前

:  则 L

•  3. H(s )的零点、极点与h(t )的特征波形函数

29
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      

  1 1 1 1

11
1

1 1

1

1  

1  , , , , , ,

i

nr

p t
r n

i i
i i r

p tp t p t p t p t

t

r

pih t H s C C u t

e te t e

t

e

e

e

e





  



 
   

 
 

 

：

：

，

重写

说明

与零点无
    关 与极点有

模

关

态分

，称

解

模系统 态为 的

L

 线性无关，

。

   

  

 

1 0 2 0

1 2 0

1

3  

  

 

j j

 sin

i

ta

H s s p

p a p p a

p p k e t u t

 







   



   ： ，

： 、

是 的实系数有理函数  中可能

若

存在共轭对

则 的形式

，

   

   11 1 1 12  , , , , ,r r nC C C C H s  。决定 的零点极于 点分布
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 

1
1

4 Re 0 0

0 0

0

i

i

p t
i

p tm

p t

p e t

p t e t T

   

 

 

， （ ） ，

    ，

    ，

单调渐近

单调渐近

 则对应项 模态

① 是一阶极点，对应模态 

② 是重极点，对应模态 

若 

Re 0 0i i lp p   : ， ， 。亦即 则模态 (渐近于减 )幅
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 5 Re 0ip  即极点若 上: 在虚轴  ，

 

 

1
02 2

0

1
0

cos

1 0

s t u t
s

u t
s










 
  

 
    
 

， 

L

L

 0

j

j sin

j

i

i

i

p

p t u

p

t t



 





 



， ；

， ， ；

， 。

一阶 模态

二阶 模态

高阶 非线性

线性

幂律

幅

(

等

增

)

幅

增幅

 6 Re 0i i rp p    则模 发散若 态 渐近于: ， ， ( )。 
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结论：虚轴附近的极点所决定的模态是慢变的。 

4 - 4 4 -5 （ 、 ）各种情 表况 表总结
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• 4.

                  
                   

                    自由响应                          强迫响应

     Y s H s V s  ：的零极点分布与响应

      
    

Res Res
i j

st st
zs H s p V s p

i j
y t Y s e Y s e  极点 极点 
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•  

   

 

 

 

0l

r

H s H s

Y s

Y s

H s











 







零输入响应 自由响应

与 有关，与 无关

零状态响应 自由响应 强迫响应

瞬态响应 稳态响应

瞬态响

极点

应 在 上极点贡献 渐近于 

稳态响应 在 上极点贡献

快变响应 远离虚轴极点贡献

慢变响应 虚轴附近极点贡献

极点个

见

数 系统独立储能元件个

零点

前

数

页

1） ，

   ；

2）    （ ）

 

   ；

   ；

3） ；

   ；

4）   。

= +

                     = +

=
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•  1.  正弦稳态响应与

           系统特征函数： 

         0j
Res    Res

ip H s p

st st
zs

i
y t Y s e Y s e


   极点

  ~ BIB 0OH s 稳定
   
       

     

     

0

0

0

0 0

0 0

j
0

j
0 j 0

j
0

0
j j

j

j | j

j

j

t
s

s

t
s

t t
s

y t H e

H H s H e

y t H e

y t e H e



 


  

 



 







  



 









正弦稳态响应 同频 正， 率 弦
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• 注

  
   

 

0 0

0

0
j j

j
0

  0

       

     

j

  j

n

t t

t

A A

H

R

e e

e H

 



   

  





  



 

1（） ， ， ，

，

：

， 。

对于矩阵 有

为特征向量 为属于 的特征值

     仿照上式

特征函数 频谱 特征值

T

   
      

   
      

0 0

0 0

0

0

0

00 0

0 0

sin

sin

cos

cos

j

j

s

s

v t A t

y t A t

v t A t

y t tH A

H   

 

 

 

 

  

 

  

 

  

2（ ）  ，

 

 ，

 

  输入 则

     输出

     输入 则

     输出 37
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•  2.  频响特性：输出随输入频率变化的特性。

   

   
0j 0

0

| j

, j

sH s H

H

 

 

 

 

。

， 。

为加权因子，亦称为系统增

频

益

率当 遍历 时 系统 响应特性为

       

   
   

   
          

j
s= j

j

| j j

j

              

BIBO

j    

d

 |

l

s

H s H H e

H

h t t

H

H s

h tH s H

 




 



 

 


 





 

   

  



: ；

 ；

，

其中 为系统的幅频特性 响应 ，幅度谱

为系统的相频特性 响应 ，相位谱

系统

时

稳

此

定 极点

F

若系统非BIBO稳定，则(*)式不成立。 38
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       

5 -1

             
t

y t f d f t u t 


  
BIB： O 。积分器， 。  参见教材例非 稳定例如

     

    j

1

j 1|
js

h t u t H s
s

H H s 




 



       1
j

h tH 


     

。二者

而

可见， 不相等

F
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•  3.  确定频响特性的几何方法：

   
 

 

 

 

1

1

BIBO  j j j

m

k
k
n

i
i

K s zN s
H s

D s s p

s H 






 



   




，稳定 沿虚轴从

 
 

 

   

1

ii
1

j 
j

1 1 1

j j

1 1
1

j

j

j

            

j

j

m

k
k k

n

i

m m m

k k k
k k k
n n

n
i i

ii i
i

K z K M e K M e

p N e N e

e

H

H






 












  

 



   

  
   



  

  
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     

1

i
1

j 

j1

j 

1

j j

m

k
k

n

i

m

k
k

n

i
i

K M e
H H e

N e



 


 











 





：重写

 

 

1

1

i
1 1

j

m

k
k

n

i
i

m n

k
k i

K N
H

M


   





 



 





 

，幅频特性

，相频特性

注：与正实轴夹角（正实轴旋转至差向量）， 逆时针为正，顺时针为负。 
        每个矢量有两个相角，一正一负。
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• 1.  系统稳定性：

– 零状态稳定：

   外部稳定性，输入~输出稳定性，BIBO稳定；

– 零输入稳定：

   内部稳定性，李亚谱诺夫稳定性。

   李稳定：系统输出能回到平衡态。
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• 2.  BIBO稳定性： v(t) Y(t)T    

         

       

BIBO

L , T L ,

  sup   sup

BIBO

t t

v t a b y t v t a b

v t v t y t y t

 

  

   

     

： ，

： ，

系统 稳定：对任一有界输入，输出均有界。

即 对 恒有

亦即

1. 此定义是普适的，不要求系统线性；

2. 零状态系统 稳定，非零状态时未必

定义：

注：

BIB

零状态

O稳定。
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 BIBO , dh t t 



  

：
零状态线性系统
定

稳定 ，
理

 

      
   

     
 

1

BIBO d

        0

deg deg BIBO

L ,

BIB 0

0

O

注

i l

h t

h t t

H s h t p H s

h t t

N D

f t f t

h t









 

  

 



  















：

， 。

， ；

1） ，

：

  3） ， 。

零状态线性定常系统 稳定

的 且 是真有理分式

若 含微分算子，则非 稳定

   稳定信号

是

积分器不满足

临 李稳定，不是 稳

定

界 定

理

稳定

L

2）
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•         
       

1 2

2

L , L ,

L ,

h t v t

y t h t v t

       

    

：  ，

       

若定理

则

能量有限信号通过BIBO稳定系统，输出亦为能量有限信号。
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• 1.  全通系统：

 
 

 
   

1

i
1

j 

j1 1

j 

1
1

j

j
j j

m

k
k

n

i

m m

k k
k k
n

n
i

ii
i

K z K M e
e

p N e

H H



 






 





 







  


 

 

   

 

   

1 BIBO
            

2  j

H s

H K





  

：定 为全通系统 函数

定

义

  系统 稳
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• 注：(1)  

 

   
 

 
 

*

*

1 1

                      j

  

s

i l i r i i

m m
ii

i ii i

H K

p z z p

s ps z
K K

s p s p
H



  

 

  




   


 



  

：

， ，

 ：

零点与极点 关于虚轴 镜像对称

极点 零点 

即

   

 1)  

 2)  

 3)

、 有三种情况：

实轴上的零、极点；

实系数有理分式，共轭零极点；

非实系数有理分式，单个

零 极分布

零极点。
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• (2)     。 ：单调全通系统的 是 的 函数 上页图例子减

注意：一般地，取零点的相位为正，极点相位从负增长到零再到正。
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• 2.  最小相移系统：

   
 
 

1) 
           

2) 
i l

i l

i l

H s

H s p

H s z

z













  




（） ：

  。

（ ） 。

  。

 

 

1 为最小相移系统 函数

的任意极点在左半开平面 

的任意零点在左半闭平面 

严格最小相移系统：任意零点 

2 幅度相同的系统

定

，最小相移系统的相移最小
相移小，则附加延迟小

义
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 d
d

g

 





（ ） ：

。

4 在所有幅频特性相同的系统中最小相移

               系统的群延迟

理

最小

定

 

 

   
1

0 1

1 1 0 0 0 1
1

d
d

|

g

t

t t t 

 



    

 
    






 

  

：  

， ：

， ， 。

反映邻域附近整体的延迟变化

对于线性相位延时 在  处有

 为  处的

延时

相位延时

群

BIBO LTI（ ） ：

。

3 任意 稳定的 系统可由全通系统
               与最小相移系

理
统级联而成

定
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End of Chapter 5

Thx~  4  Ur  Attention.
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